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1. Informacje postawowe o systemie Mizar
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1.1. Zapis formu l

Abstrakcyjne Systemy Redukcji, 2003/2004, Informacje postawowe o systemie Mizar
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2. Abstrakcyjne systemy redukcji
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2.1. Upraszczanie wyrażeń arytmetycznych
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2.2. System PEANO
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2.3. Definicja ASR
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2.4. Domkni ↪ecia →
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2.5. Przyk lady domkni ↪eć →
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3. Silna i s laba normalizacja
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4. W lasność Churcha Rossera
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5. Lemat Newmana
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6. Zupe lne systemy redukcji
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6.1. W lasność UN

System redukcji X posiada w lasność jednoznaczności postaci
normalnej (UN) jeśli dla dowolnych konwertowalnych elementów a

i b, b
↪
ed

↪
acych w postaciach normalnych zachodzi równość a = b.

Abstrakcyjne Systemy Redukcji, 2003/2004, Zupe lne systemy redukcji
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6.1. W lasność UN

System redukcji X posiada w lasność jednoznaczności postaci
normalnej (UN) jeśli dla dowolnych konwertowalnych elementów a

i b, b
↪
ed

↪
acych w postaciach normalnych zachodzi równość a = b.

a, b ∈ NF(X ) ∧ a↔∗ b ⇒ a = b
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6.1. W lasność UN

System redukcji X posiada w lasność jednoznaczności postaci
normalnej (UN) jeśli dla dowolnych konwertowalnych elementów a

i b, b
↪
ed

↪
acych w postaciach normalnych zachodzi równość a = b.

a, b ∈ NF(X ) ∧ a↔∗ b ⇒ a = b
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6.2. W lasność NF

System redukcji X posiada w lasność sprowadzalności do postaci
normalnej (NF) gdy dla dowolnych konwertowalnych elementów a i

b, jeśli a jest w postaci normalnej, to b jest sprowadzalne do a.

Abstrakcyjne Systemy Redukcji, 2003/2004, Zupe lne systemy redukcji
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6.2. W lasność NF

System redukcji X posiada w lasność sprowadzalności do postaci
normalnej (NF) gdy dla dowolnych konwertowalnych elementów a i

b, jeśli a jest w postaci normalnej, to b jest sprowadzalne do a.

a ∈ NF(X ) ∧ a↔∗ b ⇒ b→∗ a
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6.2. W lasność NF

System redukcji X posiada w lasność sprowadzalności do postaci
normalnej (NF) gdy dla dowolnych konwertowalnych elementów a i

b, jeśli a jest w postaci normalnej, to b jest sprowadzalne do a.

a ∈ NF(X ) ∧ a↔∗ b ⇒ b→∗ a
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6.3. Lemat 6: CR ⇒ NF

Każdy system redukcji z w lasności
↪

a CR ma w lasność NF.

Dowód:

Abstrakcyjne Systemy Redukcji, 2003/2004, Zupe lne systemy redukcji
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6.3. Lemat 6: CR ⇒ NF

Każdy system redukcji z w lasności
↪

a CR ma w lasność NF.

Dowód: Niech X b
↪
edzie systemem redukcji z w lasności

↪
a CR.
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6.3. Lemat 6: CR ⇒ NF

Każdy system redukcji z w lasności
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6.3. Lemat 6: CR ⇒ NF
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Aby pokazać, że X jest NF, weźmy element

x ∈ NF(X ) konwertowalny do elementu y, x↔∗ y.
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6.3. Lemat 6: CR ⇒ NF
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Aby pokazać, że X jest NF, weźmy element

x ∈ NF(X ) konwertowalny do elementu y, x↔∗ y. Z w lasności

CR istnieje z takie, że x→∗ z ←∗ y.

Abstrakcyjne Systemy Redukcji, 2003/2004, Zupe lne systemy redukcji



18

6.3. Lemat 6: CR ⇒ NF

Każdy system redukcji z w lasności
↪

a CR ma w lasność NF.

Dowód: Niech X b
↪
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↪
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Aby pokazać, że X jest NF, weźmy element

x ∈ NF(X ) konwertowalny do elementu y, x↔∗ y. Z w lasności

CR istnieje z takie, że x→∗ z ←∗ y. Ponieważ, x jest w postaci

normalnej, to x = z i element y jest sprowadzalny do x, y →∗ x.

q.e.d.
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6.4. Lemat 7: UN + WN ⇒ CR

Każdy system redukcji z w lasnościami UN i WN ma w lasność CR.

Dowód:

Abstrakcyjne Systemy Redukcji, 2003/2004, Zupe lne systemy redukcji
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6.4. Lemat 7: UN + WN ⇒ CR

Każdy system redukcji z w lasnościami UN i WN ma w lasność CR.

Dowód: Niech X b
↪
edzie systemem redukcji z w lasnościami UN i

WN.

Abstrakcyjne Systemy Redukcji, 2003/2004, Zupe lne systemy redukcji
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6.4. Lemat 7: UN + WN ⇒ CR

Każdy system redukcji z w lasnościami UN i WN ma w lasność CR.

Dowód: Niech X b
↪
edzie systemem redukcji z w lasnościami UN i

WN.
x ∗� -y
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6.5. Fakt: UN

W systemie redukcji z w lasności
↪

a UN istnieje co najwyżej jedna

postać normalna dla każdego elementu.

Abstrakcyjne Systemy Redukcji, 2003/2004, Zupe lne systemy redukcji
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6.5. Fakt: UN

W systemie redukcji z w lasności
↪

a UN istnieje co najwyżej jedna

postać normalna dla każdego elementu.

Dowód: Jeśli weźmiemy dwie postaci normalne, b i c, elementu a,

b←∗ a→∗ c,
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6.5. Fakt: UN

W systemie redukcji z w lasności
↪

a UN istnieje co najwyżej jedna

postać normalna dla każdego elementu.

Dowód: Jeśli weźmiemy dwie postaci normalne, b i c, elementu a,

b←∗ a→∗ c, to na mocy UN:
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6.5. Fakt: UN

W systemie redukcji z w lasności
↪

a UN istnieje co najwyżej jedna

postać normalna dla każdego elementu.

Dowód: Jeśli weźmiemy dwie postaci normalne, b i c, elementu a,

b←∗ a→∗ c, to na mocy UN: b = c.
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6.5. Fakt: UN

W systemie redukcji z w lasności
↪

a UN istnieje co najwyżej jedna

postać normalna dla każdego elementu.

Dowód: Jeśli weźmiemy dwie postaci normalne, b i c, elementu a,

b←∗ a→∗ c, to na mocy UN: b = c. q.e.d.
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6.6. Lemat 8: NF ⇒ UN

Każdy system redukcji z w lasnościami NF ma w lasność UN.

Dowód:

Abstrakcyjne Systemy Redukcji, 2003/2004, Zupe lne systemy redukcji
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6.6. Lemat 8: NF ⇒ UN

Każdy system redukcji z w lasnościami NF ma w lasność UN.

Dowód: Niech X b
↪
edzie systemem redukcji z w lasności

↪
a NF.
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6.6. Lemat 8: NF ⇒ UN

Każdy system redukcji z w lasnościami NF ma w lasność UN.

Dowód: Niech X b
↪
edzie systemem redukcji z w lasności

↪
a NF.

Aby pokazać, że X () ma w lasność UN, weźmy konwertowalne

elementy a i b w postaciach normalnych
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6.6. Lemat 8: NF ⇒ UN

Każdy system redukcji z w lasnościami NF ma w lasność UN.

Dowód: Niech X b
↪
edzie systemem redukcji z w lasności

↪
a NF.

Aby pokazać, że X () ma w lasność UN, weźmy konwertowalne

elementy a i b w postaciach normalnych

a↔∗ b

Z NF mamy a→∗ b,
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6.6. Lemat 8: NF ⇒ UN

Każdy system redukcji z w lasnościami NF ma w lasność UN.

Dowód: Niech X b
↪
edzie systemem redukcji z w lasności

↪
a NF.

Aby pokazać, że X () ma w lasność UN, weźmy konwertowalne

elementy a i b w postaciach normalnych

a↔∗ b

Z NF mamy a→∗ b, zatem a = b bo a jest w postaci normalnej.

q.e.d.
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6.7. Definicja systemu zupe lnego

Mówimy, że system redukcji X jest zupe lny (COMP) wtedy i tylko

wtedy, gdy system X ma w lasność silnej normalizacji i jest

konfluentny.

Abstrakcyjne Systemy Redukcji, 2003/2004, Zupe lne systemy redukcji
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6.7. Definicja systemu zupe lnego

Mówimy, że system redukcji X jest zupe lny (COMP) wtedy i tylko

wtedy, gdy system X ma w lasność silnej normalizacji i jest

konfluentny.

COMP = SN + CONF
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6.7. Definicja systemu zupe lnego

Mówimy, że system redukcji X jest zupe lny (COMP) wtedy i tylko

wtedy, gdy system X ma w lasność silnej normalizacji i jest

konfluentny.

COMP = SN + CONF

COMP = SN + CR
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6.8. Twierdzenie 2: Cecha zupe lności

W zupe lnym systemie redukcji elementy konwertowalne maj
↪

a

identyczn
↪

a postać normaln
↪

a.

Abstrakcyjne Systemy Redukcji, 2003/2004, Zupe lne systemy redukcji
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6.8. Twierdzenie 2: Cecha zupe lności

W zupe lnym systemie redukcji elementy konwertowalne maj
↪

a

identyczn
↪

a postać normaln
↪

a.

a↔∗ b ⇒ nf(a) = nf(b)
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6.8. Twierdzenie 2: Cecha zupe lności

W zupe lnym systemie redukcji elementy konwertowalne maj
↪

a

identyczn
↪

a postać normaln
↪

a.

a↔∗ b ⇒ nf(a) = nf(b)

Dowód: COMP
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SN CONF = CR
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6.8. Twierdzenie 2: Cecha zupe lności

W zupe lnym systemie redukcji elementy konwertowalne maj
↪
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6.8. Twierdzenie 2: Cecha zupe lności

W zupe lnym systemie redukcji elementy konwertowalne maj
↪
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a postać normaln
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6.8. Twierdzenie 2: Cecha zupe lności

W zupe lnym systemie redukcji elementy konwertowalne maj
↪

a

identyczn
↪

a postać normaln
↪

a.

a↔∗ b ⇒ nf(a) = nf(b)

Dowód: COMP
�

�
�	

@
@

@R

SN CONF = CR -NF
? ?

WN UN

a ∗� - b
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6.8. Twierdzenie 2: Cecha zupe lności

W zupe lnym systemie redukcji elementy konwertowalne maj
↪

a

identyczn
↪

a postać normaln
↪

a.

a↔∗ b ⇒ nf(a) = nf(b)

Dowód: COMP
�

�
�	

@
@

@R

SN CONF = CR -NF
? ?

WN UN

a ∗� - b

? ?

WN WN∃a′, b′ ∈ NF(X )

a′ b′
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6.8. Twierdzenie 2: Cecha zupe lności

W zupe lnym systemie redukcji elementy konwertowalne maj
↪

a

identyczn
↪

a postać normaln
↪

a.

a↔∗ b ⇒ nf(a) = nf(b)

Dowód: COMP
�

�
�	

@
@

@R

SN CONF = CR -NF
? ?

WN UN

a ∗� - b

? ?

WN WN∃a′, b′ ∈ NF(X )

a′ b′= UN
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6.8. Twierdzenie 2: Cecha zupe lności

W zupe lnym systemie redukcji elementy konwertowalne maj
↪

a

identyczn
↪

a postać normaln
↪

a.

a↔∗ b ⇒ nf(a) = nf(b)

Dowód: COMP
�

�
�	

@
@

@R

SN CONF = CR -NF
? ?

WN UN

a ∗� - b

? ?

WN WN∃a′, b′ ∈ NF(X )

a′ b′= UN a′ = nf(a)
b′ = nf(b)

q.e.d.
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7. Algorytm Knutha-Bendixa

Rozważmy aksjomaty teorii grup:

1 · a = a (1)

a−1 · a = 1 (2)

(a · b) · c = a · (b · c) (3)
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1 · a = a (1)

a−1 · a = 1 (2)

(a · b) · c = a · (b · c) (3)

Dzia lanie · nie musi być  l
↪

aczne, tzn. równanie

a · b = b · a
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7. Algorytm Knutha-Bendixa

Rozważmy aksjomaty teorii grup:

1 · a = a (1)

a−1 · a = 1 (2)

(a · b) · c = a · (b · c) (3)

Dzia lanie · nie musi być  l
↪

aczne, tzn. równanie

a · b = b · a

nie jest twierdzeniem teorii grup. Jednakże, równanie a · 1 = a jest

twierdzeniem teorii grup.
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7.1. Prosty dowód

a · 1 =(1)
︷ ︸︸ ︷
(1 · a) ·1
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7.1. Prosty dowód

a · 1 =(1)
︷ ︸︸ ︷
(1 · a) ·1

=(2) ((
︷ ︸︸ ︷
(a−1)

−1 · a−1) · a) · 1
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︷ ︸︸ ︷
(a−1)

−1 · (a−1 · a)) · 1

=(2) ((a−1)
−1 ·

︷︸︸︷
1 ) · 1

=(3)

︷ ︸︸ ︷
(a−1)

−1 · (1 · 1)

=(1) (a−1)
−1 ·

︷︸︸︷
1
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a · 1 = (a−1)
−1 · 1

Abstrakcyjne Systemy Redukcji, 2003/2004, Algorytm Knutha-Bendixa



26

a · 1 = (a−1)
−1 · 1

=(2) (a−1)
−1 · (

︷ ︸︸ ︷
a−1 · a)
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a · 1 = (a−1)
−1 · 1

=(2) (a−1)
−1 · (

︷ ︸︸ ︷
a−1 · a)

=(3)

︷ ︸︸ ︷
((a−1)

−1 · a−1) · a

=(2)
︷︸︸︷
1 ·a

=(1)
︷︸︸︷
a
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7.2. Aksjomaty jako regu ly redukcji

1 · a → a (1)

a−1 · a → 1 (2)

(a · b) · c → a · (b · c) (3)
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7.3. Dowód jako konwersja

a · 1

�
�

�
�

�
��

�
�

�
�

�
��

�
�

�
�

�
��

(1 · a) · 1
�

�	

(((a−1)−1 · a−1) · a) · 1
@

@
@

@
@

@
@R

((a−1)−1 · (a−1 · a)) · 1
?

((a−1)−1 · 1) · 1
@

@R

(a−1)−1 · (1 · 1)
@

@R

(a−1)−1 · 1

�
�

�
�

�
�

�	

(a−1)−1 · (a−1 · a)
�

�	

((a−1)−1 · a−1) · a
A
A
A
A
A
AU

A
A
A
A
A
AU

A
A
A
A
A
AU

1 · a
?

a
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7.4. Regu ly (1) i (3)

1 · a→(1) a (a · b) · c→(3) a · (b · c)
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7.4. Regu ly (1) i (3)

1 · a→(1) a (a · b) · c→(3) a · (b · c)

(1 · a) · b
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7.4. Regu ly (1) i (3)

1 · a→(1) a (a · b) · c→(3) a · (b · c)

(1 · a) · b
�

�	

a · b
@

@R
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7.4. Regu ly (1) i (3)

1 · a→(1) a (a · b) · c→(3) a · (b · c)

(1 · a) · b
�

�	

a · b
@

@R

1 · (a · b)
@

@R

a · b

Abstrakcyjne Systemy Redukcji, 2003/2004, Algorytm Knutha-Bendixa



29

7.4. Regu ly (1) i (3)

1 · a→(1) a (a · b) · c→(3) a · (b · c)

(1 · a) · b
�

�	

a · b
@

@R

1 · (a · b)
@

@R

a · b

Nie wodać problemów w przemiennym stosowaniu regu l (1) i (3).
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7.5. Regu ly (2) i (3)

a−1 · a→(2) 1 (a · b) · c→(3) a · (b · c)
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7.5. Regu ly (2) i (3)

a−1 · a→(2) 1 (a · b) · c→(3) a · (b · c)

(a−1 · a) · b
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7.5. Regu ly (2) i (3)
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7.5. Regu ly (2) i (3)

a−1 · a→(2) 1 (a · b) · c→(3) a · (b · c)

(a−1 · a) · b
�

�	

1 · b
@

@R

a−1 · (a · b)
�

�	

b
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7.5. Regu ly (2) i (3)

a−1 · a→(2) 1 (a · b) · c→(3) a · (b · c)

(a−1 · a) · b
�

�	

1 · b
@

@R

a−1 · (a · b)
�

�	

b

a−1 · (a · b)→ b (4)
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7.6. Regu ly (1) i (4)

1 · a→(1) a a−1 · (a · b)→(4) b
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