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1. Trzy algorytmy obliczania pot ↪egi

Dane wej́sciowe: x - liczba rzeczywista, n - liczba naturalna

Wynik: wartość xn

x n xn

2 2 4

2 10 1024

1,23 17 33,758791745
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1.1. Sposoby liczenia pot ↪egi

xn = x ·x · x . . . · x︸ ︷︷ ︸
n−1

Algorytmy i struktury danych, 2007, Trzy algorytmy obliczania pot
↪
egi
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1.1. Sposoby liczenia pot ↪egi

xn = x ·x · x . . . · x︸ ︷︷ ︸
n−1

xn = 1 ·x · x . . . · x︸ ︷︷ ︸
n
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1.1. Sposoby liczenia pot ↪egi

xn = x ·x · x . . . · x︸ ︷︷ ︸
n−1

xn = 1 ·x · x . . . · x︸ ︷︷ ︸
n

xn1+n2+...+nk = xn1 · xn2 · . . . · xnk

x2 = x1 · x1

x4 = x2 · x2

x8 = x4 · x4

x16 = x8 · x8

. . .
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↪
egi
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1.2. Niepoprawny algorytm

function Power0(x : real; n : integer) : real;
var y : real; i : integer;
begin

y := x;
for i := 2 to n do y := y*x;
Power0 := y;

end;

Algorytmy i struktury danych, 2007, Trzy algorytmy obliczania pot
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1.2. Niepoprawny algorytm
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1.2. Niepoprawny algorytm

function Power0(x : real; n : integer) : real;
var y : real; i : integer;
begin

y := x;
for i := 2 to n do y := y*x;
Power0 := y;

end;

Power0(2,0) --> 2 20 = 1
dobre obliczenia dla wyk ladnika ≥ 1
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1.3. Pierwszy algorytm

function PowerA(x : real; n : integer) : real;
var y : real;

i : integer;
begin

y := 1;
for i := 1 to n do

y := y*x;
PowerA := y;

end;
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↪
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1.4. Drugi algorytm

function PowerB(x : real; n : integer) : real;
var p : array[1..max] of real;

y,z : real;
i : integer;

begin
y := 1; p[0] := x; i := 0; z := 1;
while z <= n do
begin

p[i+1] := p[i]*p[i];
z := z*2; inc(i); { P[i]=x^(2^i) }

end;

⇒ ⇒ ⇒

Algorytmy i struktury danych, 2007, Trzy algorytmy obliczania pot
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while i >= 0 do
begin

if z <= n then
begin

y := y*p[i]; n = n-z;
end;
dec(i);
z := z div 2;

end;
PowerB := y;

end;

Algorytmy i struktury danych, 2007, Trzy algorytmy obliczania pot
↪
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1.5. Trzeci algorytm

function PowerC(x : real; n : integer) : real;
var y,z : real;

m : integer;
begin

y := 1; z := x; m := n;
while m > 0 do
begin

if odd(m) then y := y*z;
m := m div 2; z := z*z;

end;
PowerC := y;

end;

Algorytmy i struktury danych, 2007, Trzy algorytmy obliczania pot
↪
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1.6. Trzeci algorytm - analiza poprawności

function PowerC(x : real; n : integer) : real;
var y,z : real; m : integer;
begin y := 1; z := x; m := n;

{ warunek x^n = y*z^m jest spelniony przed petla}
while m > 0 do
begin

if odd(m) then y := y*z;
m := m div 2; z := z*z;

{ warunek x^n = y*z^m zachodzi po kazdej iteracji }
end;
PowerC := y;

end;

Algorytmy i struktury danych, 2007, Trzy algorytmy obliczania pot
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1.7. Trzeci algorytm - analiza z lożoności

while m > 0 do
begin

if odd(m) then y := y*z;
z := z*z; m := m div 2;

end;

T (m) - ilość mnożeń w p
↪
etli zaczynaj

↪
acej od m

T (m) =
{

0 gdy m 6> 0
2 + T (m div 2) gdy m > 0

Algorytmy i struktury danych, 2007, Trzy algorytmy obliczania pot
↪
egi
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2. Poprawność algorytmu

Nieformalnie: algorytm jest poprawny jeśli wykonuje postawione przed

nim zadanie.

warunek pocz
↪

atkowy

warunek końcowy

w lasność stopu

cz
↪
eściowa poprawność algorytmu

poprawność algorytmu

Algorytmy i struktury danych, 2007
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3. Z lożoność algorytmu

Nieformalnie: z lożoność algorytmu to ilość zasobów komputera

potrzebnych do wykonania zadania uzależniona od rozmiaru danych

wej́sciowych.

z lożoność pami
↪
eciowa

z lożoność czasowa

operacja dominuj
↪

aca/elementarna

z lożoność czasowa pesymistyczna

z lożoność czasowa średnia/oczekiwana

Algorytmy i struktury danych, 2007
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4. Rz ↪ad wielkości funkcji

f jest co najwyżej rz
↪
edu g

f = O(g) lub f(n) = O(g(n))

f jest co najmniej rz
↪
edu g

f = Ω(g) lub f(n) = Ω(g(n))

f jest dok ladnie rz
↪
edu g

f = Θ(g) lub f(n) = Θ(g(n))

Algorytmy i struktury danych, 2007
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4.1. Asymtotyczna równoważność

E = lim
n→∞

f(n)

g(n)

Jeśli granica istnieje, wtedy

f(n) = O(g(n)) gdy E < +∞

f(n) = Θ(g(n)) gdy E 6= +∞ i E 6= 0

f(n) = Ω(g(n)) gdy E > 0

Algorytmy i struktury danych, 2007, Rz ↪ad wielkości funkcji
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4.1. Asymtotyczna równoważność

E = lim
n→∞

f(n)

g(n)

Jeśli granica istnieje, wtedy

f(n) = O(g(n)) gdy E < +∞

f(n) = Θ(g(n)) gdy E 6= +∞ i E 6= 0

f(n) = Ω(g(n)) gdy E > 0

(W liczeniu granicy pomocna jest regu la de L’Hospitala)
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4.2. Hierarchia funkcji

logarytmiczna O(log n)

liniowa O(n)

liniowo-logarytmiczna O(n log n)

kwadratowa O(n2)

wielomianowa O(nc)

wyk ladnicza O(2n)

wyk ladnicza O(n!)

Algorytmy i struktury danych, 2007, Rz ↪ad wielkości funkcji



19

4.3. Hierarchia funkcji 2

c ≺ 1000
√

lg n = lg0,001 n ≺ lg n ≺ lg2 n ≺ lg1000 n︸ ︷︷ ︸
logarytmiczne

≺

1000√n = n0,001 ≺ n ≺ n2 ≺ n2 lg7 n ≺ n2,0001 ≺ n1000︸ ︷︷ ︸
wielomianowe

≺

2n ≺ 2nn1000 ≺ 2nn1000 lg9 n ≺ 2nn1000,01 ≺ 2, 0001n ≺ 100n ≺ n!︸ ︷︷ ︸
wyk ladnicze

Algorytmy i struktury danych, 2007, Rz ↪ad wielkości funkcji
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4.4. Porównanie rz ↪edów

c0(lg n)c1nc2cn
3 ≺ c′

0(lg n)c′
1nc′

2c′n
3

gdy c0 6= 0 6= c′
0 i zachodzi jeden z warunków

c3 < c′
3

c3 = c′
3, c2 < c′

2
c3 = c′

3, c2 = c′
2, c1 < c′

1

Algorytmy i struktury danych, 2007, Rz ↪ad wielkości funkcji
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4.5. Porównanie rz ↪edów 2

c0(lg n)c1nc2cn
3 ≺ c′

0(lg n)c′
1nc′

2c′n
3

Algorytmy i struktury danych, 2007, Rz ↪ad wielkości funkcji
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5. Symbol Newtona

(
m

n

)
=

m!

n!(m − n)!
=

(n + 1) . . . m

(m − n)!
=

(m − n + 1) . . . m

n!

Algorytmy i struktury danych, 2007
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5. Symbol Newtona

(
m

n

)
=

m!

n!(m − n)!
=

(n + 1) . . . m

(m − n)!
=

(m − n + 1) . . . m

n!

1. (m − 2) + (n − 2) + (m − n − 2) + 1 = 2m − 5 operacji

mnożenia
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Algorytmy i struktury danych, 2007



22

5. Symbol Newtona
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5.1. Trójk ↪at Pascala

1

1 1

1 2 1

1 3 3 1

1 4 6 4

1 5 10 10 5

. . .(n
0

) (n
1

)
. . .

(n
k

) ( n
k+1

)
. . .(n+1

0

) (n+1
1

) (n+1
k

) (n+1
k+1

) (n+1
k+2

)
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5.2. Wzór rekurencyjny

(
n

k

)
=

{
1 gdy k = 0 lub k = n(n−1

k−1

)
+

(n−1
k

)

Algorytmy i struktury danych, 2007, Symbol Newtona
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5.2. Wzór rekurencyjny

(
n

k

)
=

{
1 gdy k = 0 lub k = n(n−1

k−1

)
+

(n−1
k

)

(
5

3

)
=

(
4

2

)
+

(
4

3

)
=

(
3

1

)
+

(
3

2

)
+

(
3

2

)
+

(
3

3

)

=
(
2

0

)
+

(
2

1

)
+

(
2

1

)
+

(
2

2

)
+

(
2

1

)
+

(
2

2

)
+. . .
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5.2. Wzór rekurencyjny, z lożoność

T (n) - maksimalna ilość operacji dodawania potrzebna do obliczenia(n
k

)
dla dowolnego k

T (n) =


0 gdy n ≤ 1
T (n − 1)︸ ︷︷ ︸

(n−1
k−1)

+ 1︸︷︷︸
plus

+ T (n − 1)︸ ︷︷ ︸
(n−1

k )

gdy n > 1

T (n) = 2T (n − 1) + 1 = 4T (n − 2) + 2 + 1 = . . .

= 2iT (n − i) + 2i−1 + 2i−2 + . . . + 20︸ ︷︷ ︸
2i−1

= . . .

= 2n−1T (1) + 2n−1 − 1 = 2n−1 − 1 = O(2n)

Algorytmy i struktury danych, 2007, Symbol Newtona




